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Inscrivez votre nom, prénom en MAJUSCULE et le numéro d’identification aux endroits

indiqués ci dessus.

Veuillez éteindre vos téléphones. Déposez vos téléphones et vos montres intelligentes

dans vos sacs.

Ce sujet comporte 7 questions sur 12 pages + deux feuilles de brouillon.

Sauf mention contraire, toutes les réponses doivent étre justifiées

Pour répondre aux questions, utilisez le recto des pages 2 a 12. Si vous manquez de

place, utilisez le verso.

Les deux derniéres feuilles sont pour faire un brouillon. Vous les détachez du cahier de
I’examen. Inscrivez votre nom sur chacune des feuilles. Il faut les rendre a la fin

de 'examen.

Documents admis: deux feuilles manuscrites 8 1/2 x 11, recto-verso.

Seulement les calculatrices autorisées.

Aucune sortie n’est autorisée pendant I’examen.
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Question 1. (4 + 4 + 4 + 4 + 4 =20 points)

Répondre par vrai ou faux a chacune des questions suivantes. Justifier briéve-
ment votre réponse.

a) Si le systéme inhomogéne AZ = b est inconsistant, est ce que le systéme
homogene Ax = 0 est inconsistant?

b) Soit A une matrice carrée quelconque. Si A est idempotente est-ce qu’elle
est inversible?

c¢) Soit A une matrice carrée pour laquelle la matrice transposée A’ est in-
versible. Est-ce que la forme échelon réduite équivalente & A selon les lignes
est la matrice identité?

d) Est-ce que 4 vecteurs de R® qui engendrent I’espace vectoriel R? forment
une base de cet espace vectoriel?

: B a b
e) Est-ce que L'ensemble £ = { ( 0 b1 )

a,b e ]R} est un sous-espace

de I'espace des matrices 2 x 27



Exercice 2. (16 points)

Soit la matrice carrée

A:

o O -
=~ O O
O = W

a) Est-ce que la matrice A est inversible? Sinon il faut dire pourquoi? Si oui
déterminer par l’algorithme Gauss-Jordan la matrice A~ de la matrice A.
Donner les détails du calcul et vérifier votre réponse.

b) Déterminer la matrice X telle que

AXA ' +2B =0 ol B=

o O O
o O =
o O O



(Suite de la solution de la question 2)



Question 3. (10 points)

On consideére la matrice

1 -1 -1
A=| -2 6 4
1 -5 —6

Déterminer une factorisation LU de la matrice A ot L est une matrice trian-
gulaire inférieure ayant des 1 sur la diagonale et U est une matrice triangulaire
supérieure. Vérifier que A = LU



Question 4. (12 points)
On considére une matrice B telle que

1 0 0 1 -1 -1
B = 2 =20 0 2 1
-2 —11 0 0 -1

Dans cette question il ne faut pas calculer la matrice B.
a) Est-ce que la matrice B est inversible? Justifier votre réponse.

b) Sans calculer la matrice B, utiliser obligatoirement la factorisation ci-
dessus, pour résoudre 1’équation matricielle suivante, d’inconnue X:
Y )

0 1
BX=1|0 2
0 —1



Question 5. (18 points)

On se donne un systéme d’équations linéaires d’inconnues z,y et z

r+y+taz = 1
(9)S x+ay+=z
ar+y+z = b

dépendant de deux paramétres réels a et b. Aprés élimination, la matrice aug-
mentée du systeme est équivalente selon les lignes a la matrice suivante

1 1 a 1
0 a—1 1—a 3
0 0 a2+a—-2la—b—3

1) Pour quelles valeurs de a et b a-t-on

i) une solution unique,
ii) une infinité de solutions,

iii) aucune solution?

2) Résoudre le systéme si a =2 et b= 0.



(Suite de la solution de la question 5)



Question 6. (12 points)

On désigne par A la matrice 4 x 7 suivante

121 2 3 1
A 243 7 7 4
122 5 5 6
36 6 15 14 15
et par A, une de ses formes échelon
1212 31
001312
A = 000O0T1S3
000O0O0O

a) Le noyau de la matrice A est un sous-espace vectoriel de quel espace?
Quelle est la dimension du noyau de A? Déterminer une base du noyau de
la matrice A

b) L’espace colonne de A est un sous-espace vectoriel de quel espace? Quelle
est la dimension de 'espace colonne de A? Donner une base de 'espace
colonne de A?

c) L’espace ligne de A est un sous-espace vectoriel de quel espace? Quelle est
la dimension de l'espace ligne de la matrice A? Déterminer une base de
I’espace ligne de A.



(Suite de la solution de la question 6)

10



Question 7. (12 points)
On considére I'ensemble E = {@ = (2,y,2)' € R*|y — 22 +32=0}.
a) Montrer que E est un sous-espace vectoriel de R3,

b) Montrer que les deux vecteurs iy = (1,2,0)" et @y = (0, —3,1)" appartien-
nent a F.

¢) Montrer que les deux vecteurs ; et Uy sont linéairement indépendants.

d) Montrer que tout vecteur ¢ = (a,b,c)’ de F s'exprime comme une combi-
naison linéaire de u; et iy. Quelle est la dimension de E?

11



(Suite de la solution de la question 7)
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Feuille pour brouillon
Nom: No d’identification:

Prénom:
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Feuille pour brouillon
Nom: No d’identification:

Prénom:
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